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Eine varisolvente Familie,
welche das Phiinomen der konstanten Fehlerkurve zuliiBt
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Ais Verallgemeinerung der N-Parameter-Familien (oder unisolventen
Familien, siehe Tornheim [8], Curtis [3]) fUhrte 1961 J. R. Rice [7], angeregt
durch die Approximationseigenschaften der Rationalen Funktionen, den
Begriff der varisolventen Familie ein:

Sei [a, b] ein kompaktes Intervall in IR, m eine naturliche Zahl und
"I/' C 't[a, b].

Man sagt,r besitzt die Eigenschaft Z vom Grad m in Vo E 'f', wenn fUr
aIle v EY/' mit v c/= Vo die Funktion v - Vo hochstens m - 1 Nullstellen
besitzt.
F heiBt lokal solvent vom Grad m in Vo E'F, wenn fUr jedes E > 0 und jede
Wahl von m verschiedenen Punkten Xl , ... , X", in [a, b] ein D > 0 existiert,
sodaB fUr aIle }'! , ... , Y", mit 1 VO(Xi) - Yi i < D, 1 ~ i ~ m, ein v Er
existiert, sodaS v(x;) == Yi , 1 ~ i ~ m, und 11 v - Vo ~ E gilt.
i/' heiSt varisolvente Familie, wenn fur aIle v E "j/' ein m(v) E N existiert,
sodaB '/" die Eigenschaft Z yom Grad m(v) in v besitzt, und'f~ lokal solvent
yom Grad m(v) in v ist.

Gewohnlich betrachtet man nur varisolvente Familien von beschdinktem
Grad. Ein wichtiges Ergebnis war folgende Charakterisierung:

Sci F eine varisolventc Familie und fE <{f[a, b]\F. Vo ist genau dann beste
Approximation zu f in 'I', wenn die Fehlelfunktion f ~- Vo m(vo)-mal alterniert.

1968 wies C. Dunham [4] auf eine LUcke im Beweis dieses Satzes sowie des
entsprechenden Satzes von Tornheim [8] hin, namlich: Die Existenz einer
konstanten Fehlerkurve laSt sich nicht ausschlieBen. Fur die unisolventen
Familien existieren Alternativbeweise von NovodvorskiI und Pinsker [6]
sowie von Curtis [3], die diesen Fall unmoglich machen. Bei den varisol­
venten Familien war dies nur unter zusatzlichen Voraussetzungen moglich,
von denen wir einige anfUhren wollen:

Dunham [4] erwahnt, daB eine konstante Fehlerkurve bei Familien mit
folgender Dichteeigenschaft ausgeschlossen ist:
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'f' besitzt die Dichteeigenschalt, wenn fUr aile v E r und E > 0 Funktionen
VI und V2 in i ' existieren, sodaB v - E < VI < V < V2 < V +- E.

Diese Eigenschaft stellt sogar eine notwendige Bedingung dar: Seien V Er
und E > 0 gegeben. Seien h :== V - E/2 und 12 :cc= V + E/2. Dann mussen
VI und V 2 in j' existieren, sodal3 II Vi - j; I" < E/2 fUr i == 1, 2 gilt; denn
sonst ware V beste Approximation zu h und h mit konstanter Fehlerkurve.
VI und V2 erfUllen aber die gewunschten Eigenschaften.

Barrar und Loeb [1] zeigten, daB v E i/' mit m(v) = 1,2 oder 3 nicht
Element bester Approximation mit konstanter Fehlerkurve sein kann,
wahrend D. Braess [2] im Fall, daB der Grad der Solvenz beschrankt ist,
aile Elemente in i' mit maximalem Grad m(v) ausschlol3. SchlieBlich zeigten
Ling und Tornga [5], dal3 eine Existenzmenge keine konstante Fehlerkurve
zulaBt.

Wir wollen nun ein einfaches Beispiel einer varisolventen Familie angeben,
die das Phanomen der konstanten Fehlerkurve zulal3t. Dem Referenten sei
an dieser Stelle fUr einige nutzliche Hinweise gedankt.

BEISPIEL. Wir betrachten das Intervall I : = [-1, I]. Mit :JPk bezeichnen
wir die Menge der Polynome yom Grad ~k, und fUr p E!J!k sei n(p) die
Anzahl der Nullstellen von p in I, der algebraischen Vielfachheit nach
gezahlt. Wir definieren nun eine Familie von Funktionenr C '6'(1) wie folgt:

Sei

r: {p E 9 6 : n(p) ~ 3 und es ex. x E I, sodaB p(x) > O} u {O}.

Die beste Approximation einer negativen Konstanten mittels f/ liefert
trivialerweise eine konstante Fehlerkurve. Andererseits ist f/ eine varisol­
vente Familie:

Die Eigenschaft Z ist fUr die Nullfunktion yom Grade 4 erfUllt, fUr aile
anderen Elemente aus f/ vom Grade 7. Wir mussen also nur noch die lokale
Solvenz vom entsprechenden Grad nachweisen.

Sei V E f/\{O}. Dann folgt aus der Interpolationseigenschaft der Polynome,
daB fUr jede Wahl der Xl, ... , X 7 in I und fUr jedes E > 0 ein 0 > 0 existiert,
sodal3 fUr Yl , ... , Y7 mit I Yi -- V(Xi)! < 0, 1 .S;; i ~ 7, genau ein VI E:JP6
existiert mit VlXi) == Yi , 1 ~ i ;( 7, und II V(k) -- V~k) lin < E fUr 0 ~ k ~ 3.
1st 0 > 0 hinreichend klein, so gilt n(vl) ~ n(v), also VI E cor, und damit ist
die lokale Solvenz yom Grad 7 an der Stelle V gezeigt.

Urn diese Eigenschaft yom Grad 4 an der Stelle 0 zu zeigen, wahlen wir
Xl, ... , X 4 beliebig in I sowei ein T > O. Dann existiert ein 0 > 0 derart, dal3
fUr IYi I < 0, 1 ~ i ~ 4, ein eindeutiges.fo E:!J!3 existiert, welches/o(xi) = Y, ,

I ~ i ~ 4, sowie 11/0 II", ~ T erfUllt. Seien Yl , ... , Y4 gegeben, und es gelte
IYi I < o. Wir betrachten das Interpolationspolynom 10 E ,CJPa • Fur aile X E I
gelte o.B.d.A. .fo(x) ~ 0, denn sonst sind wir fertig. 10 kann dann einfache
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und dreifache Nullstellen hochstens am Rand von 1 besitzen. Dm eine inter­
polierende Funktion in l' zu tinden, miissen wir mehrere Fiille unter­
scheiden.

I. 10 besitze keine Nullstelle in 1

Es seien/1 (x) >= TI:~l (x - Xi) und/1-(x) :== -h'(x).h bezeichne eine
der beiden Funktionen, welche den Wert +11/1 annimmt. Dann existiert
fUr die Funktionen

pix) := lo(x) + /o..h(X) , /0.. ?: 0,

ein /0..1 > 0, sodaJ3 n( p;\) > °ist, und fUr /0.. < /0..1 gilt: n(PA) = 0. Besitzt nun
PAl genau eine Nullstelle gin 1, gleich, welcher Vielfachheit, so ist fUr /0.. 2 > /0..1

hinreichend nah bei /0.. 1 die FunktionpA
2
in Y, dennpA

2
(g) > °und n(PA) ~ 3.

Es gilt PA
2

11w < 37.
Besitzt PAl mehr als eine Nullstelle in 1, sagen wir gl , g2 und eventuell ga,

so detinieren wir

Auf 1 gilt q(x) > 0, und q besitzt in gl ein absolutes Maximum mit dem
Funktionswert I. Setzen wir nun

/0.. ?: 0,

dann besitzt rl.
l

in 1 genau eine Nullstelle in gl , und wie oben erhalten wir
ein r A E Y, welches interpoliert und II rA Ilw < 37 erfUllt.

2 2

2. 10 besitze in I eine oder mehrere Nullstellen

(a) Eine Nullstelle gl von 10 sei kein Interpolationspunkt. O.B.d.A.
gelte h +(gl) > 0. Dann liefert, unabhiingig von der Existenz einer weiteren
Nullstelle von 10' die Funktion 10 + /o..h+ fUr /0.. > 0 hinreichend klein ein
interpolierendes Element in Y mit Norm <27.

(b) Eine Nullstelle gl im offenen Intervall ]-1, 1[ sei Interpolations­
punkt. Auch in diesem Fallliefert eine Storung mith das Gewiinschte.

(c) Einer der Randpunkte, o.B.d.A. -1, sei Nullstelle und Interpo­
lationspunkt und lo(+1) < O.

(ex) X 4 < 1: Wir konnen annehmen, daB die Nullstelle in -1 einfach
ist, denn sonst stOren wir einfach wieder mitfJ-. Sei

/0.. ?: O.
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j;+ ist in ]x2 , x3 [ und in ]x4 , 1] positiv. Sei

Al := min{A > 0: Sil besitzt in ]x2 , x 3 [ U ]x4 , I] eine NuIIstelle}.

Es konnen drei Faile eintreten:
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(i) Sill besitzt in ]x2 , x3 [ eine doppelte Nullstelle und keine in
]X4' I]. Dann sind wir fertig mit A2 > Al hinreichend nah bei AI, und
II Sil, floc < 3T.

(ii) Sil besitzt eine doppelte Nullstelle tl in ]X2' x3[ und eine
1

einfache in +1. Dann Iiefert.fo + Adl+q, q wie oben, das Verlangte, und die
Norm ist wieder <3T.

(iii) Sil besitzt keine Nullstelle in ]x2 , x 3 [. 1st die Nullstelle in
1

]x4 , I] einfach oder doppelt, so liefert wieder Sil. das Gewunschte. Doch auch
die letzte Moglichkeit einer dreifachen Nullstelle in + I bereitet uns keine
Schwierigkeiten, denn dann sind in einem hinreichend kleinen Intervall
]I - Tj, I [ die Ableitungen S~l sowie ft' gro13er als 0, und es gilt hierII+ > O.
Also gilt n(s,\) == 2, und wieder ist II Sil, II", < 3T.

(f3) X 4 = 1: Dieser Fall laBt sich wie (ex) (i) behandeln.

(d) Beide Randpunkte von l seien Nullstellen und Interpolations­
punkte. a.B.d.A. seien beide Nullstellen einfach, denn sonst storen wir wieder
mit!I' Sei fUr A ~ 0

til :=/0 + AII-·

Es sei A1 := sup{A ~ 0: t~(-I) ,s;; 0 und t~C-I-I) ~ O}. Fur alle AE [0, A1 [

gilt n(til) = 2. Denn sonst besa13e fUr ein A* < Al das Polynom til' in
t E ]x2 ,x3 [ ein relatives Maximum und eine Nullstelle, und Nullstellen in ±1.
Also ware der x 4_Term von t il * positiv. Dieser ist jedoch nach Konstruktion
von til negativ.

Verschwindet an einem der Endpunkte von I die Ableitung t; zuerst, so
1

liegt fUr A2 > Al hinreichend nah bei AI die Funktion tAo in Y und inter-
poliert. Andernfalls definieren wir "

ulx) := fo(x) -+- 1(1 - xPII-(x).

Dann verschwindet u~ ,wahrend fUr alle A ~ 0 gilt: u~(+1) = f~(+ I) > O.
1

Deshalb erhalten wir wie oben ein U;, E Y, welches interpoliert.
Wir schatzen nun II til II", und II Uil II", abo Zunachst gilt II Uil II", ,s;; II til II",·

2 2 2 2

Aus der Markov'schen Ungleichung erhalten wir -f~(-I) ,~9T. Setzen wir
v := fl' (-I), so erhalten wir AI ~ 9T!V, und wir konnen'\2 < IOT!v wahlen.
So erhalten wir
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mit fL I 160;1', da .I~- y <: 16 gilt. 1st nun E

es in allen Fiillen,
°gegeben, so geniigt

T

zu wiihlen, urn eine interpolierende Funktion in "I" zu erhalten, deren Norm
kleiner als E ist. Hiermit ist die Varisolvenz von l' gezeigt.

Bemerkung. Man sieht sofort ein, daB die beste Approximation stetiger
Funktionen mittels Elementen einer varisolventen Familie nicht eindeutig
zu sein braucht. Sei hierzu

i" ,~~ i' n {f E' '6(1): f(x) > -1 fiir alIe x E' I}

und

1f/' : = {w E' '6(1): -H' - 1 E' 1"} u 1"'.

Es ist klar, daB auch if/' eine varisolvente Familie ist. °und 1 sind jedoch
Elemente bester Approximation zu _.~ in ill.

Man sieht auch leicht, daB die Elemente einer varisolventen Familie, die
eine konstante Fehlerkurve zulassen, Haufungspunkte in '6(1) besitzen
konnen. Hierzu definieren wir fUr E > 0, 1"; : =, {v E'i/': 11 v 11x < E und es
ex. x E' I, sodaB v(x) < a}.

Jedes 1"; ist als Schnitt einer varisolventen Familie und einer offenen Menge
wieder varisolvent, und sie approximiert beliebige konstante Funktionen +0
mit konstanter Fehlerkurve. Sei nun

11/;. ist wieder varisolvent, und ° ist Haufungspunkt der konstanten
Funktionen (lin) E'1I/;. .
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