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Als Verallgemeinerung der N-Parameter-Familien (oder unisolventen
Familien, siehe Tornheim [8], Curtis [3]) fiithrte 1961 J. R. Rice [7], angeregt
durch die Approximationseigenschaften der Rationalen Funktionen, den
Begriff der varisolventen Familie ein:

Sei [a, b] ein kompaktes Intervall in R, m eine natiirliche Zahl und
¥ C€la, b).

Man sagt, ¥ besitzt die Eigenschaft Z vom Grad m in vye ¥, wenn fir
alle ve ¥ mit v -4 v, die Funktion v — p, hochstens m — 1 Nullstellen
besitzt.
¥ heilit lokal solvent vom Grad m in vye ¥, wenn fiir jedes € => 0 und jede
Wahl von m verschiedenen Punkten x, ,..., x,, in [a, b] ein & > 0 existiert,
sodaB fur alle y;,.., v, mit jo(x;) — ! <o, 1 <i<m, ein ve?’
existiert, sodabB v(x;) = p;, 1 < i <mundljv — vyl < € gilt.
¥" heillt varisolvente Familie, wenn fiir alle ve¥” ein m(v) e N existiert,
sodall 7~ die Eigenschaft Z vom Grad m(v) in v besitzt, und ¥~ lokal solvent
vom Grad m(v) in v ist.

Gewdhnlich betrachtet man nur varisolvente Familien von beschranktem
Grad. Ein wichtiges Ergebnis war folgende Charakterisierung:

Sei V" eine varisolvente Familie und fe €[a, b)\¥". v, ist genau dann beste
Approximation zu f in V", wenn die Fehlerfunktion [ —— vy m(vy)-mal alterniert.

1968 wies C. Dunham [4] auf eine Liicke im Beweis dieses Satzes sowie des
entsprechenden Satzes von Tornheim [8] hin, ndmlich: Die Existenz einer
konstanten Fehlerkurve 148t sich nicht ausschlieBen. Fiir die unisolventen
Familien existieren Alternativbeweise von Novodvorskii und Pinsker [6]
sowie von Curtis [3], die diesen Fall unmoglich machen. Bei den varisol-
venten Familien war dies nur unter zusitzlichen Voraussetzungen mdoglich,
von denen wir einige anfithren wollen:

Dunham [4] erwdhnt, dalB3 eine konstante Fehlerkurve bei Familien mit
folgender Dichteeigenschaft ausgeschlossen ist:
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¥ besitzt die Dichteeigenschaft, wenn fiir alle v € #" und € > 0 Funktionen
v, und ¢, in ¥ existieren, sodaB v — e < v, <v < v, < v -- e

Diese Eigenschaft stellt sogar eine notwendige Bedingung dar: Seien v € ¥~
und € > 0 gegeben. Seien f; :== v — ¢/2 und f, :+= v 4 €/2. Dann miissen
v, und ©, in 7" existieren, sodaB v, — f; |, < €/2 fiir i = 1, 2 gilt; denn
sonst wire v beste Approximation zu f; und f, mit konstanter Fehlerkurve.
v, und v, erfiillen aber die gewiinschten Eigenschaften.

Barrar und Loeb [1] zeigten, daB v e ¥ mit m(v) = 1,2 oder 3 nicht
Element bester Approximation mit konstanter Fehlerkurve sein kann,
wihrend D. Braess [2] im Fall, daBl der Grad der Solvenz beschrinkt ist,
alle Elemente in ¥~ mit maximalem Grad m(v) ausschloB. SchlieBlich zeigten
Ling und Tornga [5], daB eine Existenzmenge keine konstante Fehlerkurve
zuldBt.

Wir wollen nun ein einfaches Beispiel einer varisolventen Familie angeben,
die das Phidnomen der konstanten Fehlerkurve zulaBt. Dem Referenten sei
an dieser Stelle fiir einige niitzliche Hinweise gedankt.

Berspier.  Wir betrachten das Intervall I := [—1, 1]. Mit &, bezeichnen
wir die Menge der Polynome vom Grad <k, und fiir p € #, sei n( p) die
Anzahl der Nullstellen von p in I, der algebraischen Vielfachheit nach
gezdhlt., Wir definieren nun eine Familie von Funktionen ¥~ C €(I) wie folgt:

Sei

Y {pePen(p) << 3und es ex. x 1, sodal p(x) > 0} U {0}.

Die beste Approximation einer negativen Konstanten mittels ¥~ liefert
trivialerweise eine konstante Fehlerkurve. Andererseits ist ¥~ eine varisol-
vente Familie:

Die Eigenschaft Z ist fiir die Nullfunktion vom Grade 4 erfiillt, fiir alle
anderen Elemente aus ¥~ vom Grade 7. Wir miissen also nur noch die lokale
Solvenz vom entsprechenden Grad nachweisen.

Sei v € ¥'\{0}. Dann folgt aus der Interpolationseigenschaft der Polynome,
dal fiir jede Wahl der x; ,..., x; in I und fiir jedes € >> 0 ein 6 > 0 existiert,
sodaBl fir y;,...,y, mit [y, —o(x)l <8, 1 <i <7, genau ein v, € F
existiert mit o3(x,) = y;, 1 <i < 7,und| o™ — ¥ [, < efiir0 << k < 3.
Ist & > 0 hinreichend klein, so gilt n(v,) << n(v), also v, € ¥7, und damit ist
die lokale Solvenz vom Grad 7 an der Stelle v gezeigt.

Um diese Eigenschaft vom Grad 4 an der Stelle 0 zu zeigen, wihlen wir
Xq 5..., X, beliebig in I sowei ein 7 > 0. Dann existiert ein § > O derart, daB
fir |y, ] < 6,1 <{i < 4, ein eindeutiges f, € #, existiert, welches fi(x,) =y, ,
1 < i< 4, sowie || fyllo < 7 erfiillt. Seien yy ...., y4 gegeben, und es gelte
[ y; | << 8. Wir betrachten das Interpolationspolynom f, € &, . Fiir alle xe [
gelte 0.B.d.A. fy(x) < 0, denn sonst sind wir fertig. f; kann dann einfache
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und dreifache Nullstellen hochstens am Rand von [/ besitzen. Um eine inter-
polierende Funktion in ¥~ zu finden, miissen wir mehrere Félle unter-
scheiden.

1. f; besitze keine Nullstelle in 1

Es seien fi(x) :== ]‘If-=1 (x — x;)und f;(x) := —f;7(x). f; bezeichne eine
der beiden Funktionen, welche den Wert || f; L. annimmt. Dann existiert
fiir die Funktionen

pax) 1= folx) + Mi(x), A =0,

ein A; > 0, sodaB n( p, ) > 0ist, und fiir A < A, gilt: n(p,) = 0. Besitzt nun
pa, genau eine Nullstelle £ in 7, gleich, welcher Vielfachheit, so ist fir A, > A;
hinreichend nah bei A, die Funktion p, in 7", denn pa(é) > Oundn(p,) < 3.
Es gilt || Pa, i << 37

Besitzt p, mehr als eine Nullstelle in 7, sagen wir £, , & und eventuell &, ,
so definieren wir

g0 = —Hx — &)+ 1.

Auf I gilt g(x) >> 0, und ¢ besitzt in & ein absolutes Maximum mit dem
Funktionswert 1. Setzen wir nun

1) 1= f(x) + M) g(x), A =0,

dann besitzt r, in I genau eine Nullstelle in ¢, , und wie oben erhalten wir
ein r, € ¥, welches interpoliert und || fyllo <37 erfiillt.

2. f, besitze in I eine oder mehrere Nullstellen

(a) Eine Nullstelle & von f; sei kein Interpolationspunkt. O.B.d.A.
gelte £,7(€;)) > 0. Dann liefert, unabhédngig von der Existenz einer weiteren
Nullstelle von f,, die Funktion f, + Af;* fiir A > 0 hinreichend klein ein
interpolierendes Element in ¥~ mit Norm <2r.

(b) Eine Nullstelle & im offenen Intervall ]—1, 1 sei Interpolations-
punkt. Auch in diesem Fall liefert eine Stérung mit f; das Gewiinschte.

(¢) Einer der Randpunkte, 0.B.d.A. —1, sei Nullstelle und Interpo-
lationspunkt und f(--1) < 0.

() x4 < 1: Wir kénnen annehmen, daf3 die Nullstelle in —1 einfach
ist, denn sonst storen wir einfach wieder mit f,~. Sei

S, i=fo+ M, A= 0.
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fitistin ]x,, x3[ und in ]x, , 1] positiv. Sei
Ay i= min{A > 0: 5, besitzt in ]x, , x;[ U Jxg, 1] eine Nullstelle}.
Es konnen drei Fille eintreten:

(1) s, besitzt in Jx,, x5[ eine doppelte Nullstelle und keine in
Jx., 1]. Dann sind wir fertig mit A, > A; hinreichend nah bei A;, und
[l 53, e < 37

(i) sy, besitzt eine doppelte Nullstelle & in ]y, x3[ und eine
einfache in 1. Dann liefert f; + A, f;*q, ¢ wie oben, das Verlangte, und die
Norm ist wieder <<3r.

(iii) s, besitzt keine Nullstelle in ]x,, x5[. Ist die Nulistelle in
Jx4 , 1] einfach oder doppelt, so liefert wieder s, das Gewiinschte. Doch auch
die letzte Moglichkeit einer dreifachen Nullstelle in -1 bereitet uns keine
Schwierigkeiten, denn dann sind in einem hinreichend kleinen Intervall
11 — =, 1] die Ableitungen s, sowie f{" groBer als 0, und es gilt hier i+ > 0.
Also gilt n{s, ) == 2, und wieder ist || Sy, llo < 37

(B) x, = 1: Dieser Fall 1aBt sich wie () (i) behandeln.

(d) Beide Randpunkte von [ seien Nullstellen und Interpolations-
punkte. O.B.d.A. seien beide Nullstellen einfach, denn sonst storen wir wieder
mit f; . Sei fiir A >0

ti=fo -+ M.

Es sei A, := sup{A = 0:£;(—1) < 0 und #;(-+1) = 0}. Fiir alle A€ [0, A[
gilt n(t,) = 2. Denn sonst besdBe fiir ein A* << A, das Polynom #,. in
£ € ]x, , x;[ ein relatives Maximum und eine Nullstelle, und Nulistellen in +1.
Also wiire der x*-Term von t,. positiv. Dieser ist jedoch nach Konstruktion
von t, negativ.

Verschwindet an einem der Endpunkte von [ die Ableitung tA'1 zuerst, sO
liegt fiir A; > A; hinreichend nah bei A; die Funktion #, in ¥~ und inter-
poliert. Andernfalls definieren wir )

up(x) 1= fo(x) + (1 — x) Af(x).

Dann verschwindet uA , wihrend fiir alle A > 0 gilt: w,(+1) = fo(-+1) > 0.
Deshalb erhalten wir wie oben ein u, € ¥, we]ches interpoliert.

Wir schitzen nun || B, llo und | 2, |l ab. Zunéchst gilt || o <18 Nl -
Aus der Markov’schen Unglelchung erhalten wir —fo(—1) < “97. Setzen wir
v := f7'(—1), so erhalten wir A; <{ 97/v, und wir kénnen A, << 107/v wihlen.
So erhalten wir

10
il < 7+ —ZUA b =70 g
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mit oo b o 160w, da - fi7 . <2 16 gilt. Ist nun € =~ 0 gegeben, so geniigt
es in allen Féllen,
7 <I min A
z 3

zu wéhlen, um eine interpolierende Funktion in ¥~ zu erhalten, deren Norm
kleiner als € ist. Hiermit ist die Varisolvenz von ¥~ gezeigt.

Bemerkung. Man sieht sofort ein, daB die beste Approximation stetiger
Funktionen mittels Elementen einer varisolventen Familie nicht eindeutig
zu sein braucht. Sei hierzu

P =" 0 {fedl): f(x) > —1fiir alle xe I}
und

W= {web) —w—led Uy

Es ist klar, daB3 auch #" eine varisolvente Familie ist. 0 und 1 sind jedoch
Elemente bester Approximation zu —% in %",

Man sieht auch leicht, daB die Elemente einer varisolventen Familie, die
eine konstante Fehlerkurve zulassen, H&ufungspunkte in %(I) besitzen
kénnen. Hierzu definieren wir fiir € > 0, ¥ :=={ve ¥ :||vl, < e und es
ex. x € I, sodaB v(x) < 0}.

Jedes ¥ ist als Schnitt einer varisolventen Familie und einer offenen Menge
wieder varisolvent, und sie approximiert beliebige konstante Funktionen =0
mit konstanter Fehlerkurve. Sei nun

2

. ( | R |
W= Q] 'z: +E' v GV]/MQM)S.

#, ist wieder varisolvent, und 0 ist Hiufungspunkt der konstanten
Funktionen (1/n) e #7 .
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